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150 4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad 
4.3. Lösung der Bewegungsgleichung bei konstanten Koeffizienten 
4.3.1. Allgemeine Lösung 
Erzwungene Schwingungen entstehen infolge der auf das mechanische System 
wirkenden eingeprägten Erregerkräfte (gewöhnlich periodische) oder Stöße (Impulse). 
Zunächst wird der einfache Fall betrachtet, daß die Erregerkraft harmonisch ver-
läuft und die anderen Parameter konstant sind. Die Bewegungsgleichung (4.2.6. /2) 
hat dann konstante Koeffizienten und lautet 
Dabei ist 
Wo = Ve/m 
die Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Schwingers und 
W = Vwo2 - «5 2 = Wo V1 - {}2 
die des gedämpften Schwingers. 
Es möge die harmonische Erregerfunktion 
I(t) = P sin (!Jt + (X) 
m 
auf den Schwinger wirken. Dann lautet unter den Anfangsbedingungen 
t = 0: q(O) = qo, q(O) = qo 
die Lösung, vgl. [27], [4.3], [4.28], [4.35], 








4.3. Lösung der Bewegungsgleichung bei konstanten Koeffizienten 151 
sowie 




Zur Abkürzung werden die "statische" Amplitude q st = pr je, die Vergrößerungsfunk-
tion 
(9) 
das Abstimmungsverhältnis (Verhältnis von Erreger- zu Eigenfrequenz) 
(10) 
der Dämpfungsgrad {}, das logarithmische Dekrement A und die Nenndämpfung "p 
eingeführt, zwischen denen die Beziehung 
{} = bjwo = Aj2rt = "P/4rt (11) 
besteht. Der Phasenwinkel y ergibt sich aus 
cos (y + IX) = (1-1)2) VI' sin (y + IX) = 2{}1)VI • (12) 
In der Lösung (5) entspricht der erste Summand (6) den freien gedämpften Schwin-
gungen mit der Eigenkreisfrequenz w, welche das System bei der Abwesenheit von 
Erregerkräften ausführen würde. Sie hängen von den Anfangsbedingungen ab, d. h. 
von der dem Schwinger übermittelten Anfangsenergie. Bei sogenannten Nullbe-
dingungen, wenn in der statischen Gleichgewichtslage Ruhe herrscht (qo = 0, qo = 0) 
entstehen solche Schwingungen nicht, auch wenn Erregerkräfte wirken. 
Der zweite Summand (7) entspricht ebenfalls gedämpften Schwingungen mit der 
Eigenfrequenz. Allerdings hängt deren Amplitude von der Erregerkraft ab, aber nicht 
von den Anfangsbedingungen. Solche Eigenschwingungen mit der Eigenfrequenz 
begleiten stets die erzwungenen Schwingungen bei übergangsvorgängen, jedoch 
klingen diese exponentiell ab. 
Der dritte Summand (8) beschreibt erzwungene stationäre harmonische Schwin-
gungen qP2' die sich bei t -* 00 einstellen. Ihre Frequenz ist unabhängig von der 
Dämpfung und stimmt mit der Erregerfrequenz überein. Ihre Amplitude hängt von 
der Dämpfung und vom Abstimmungsverhältnis ab, aber nicht von den Anfangs-
bedingungen und nicht von der Zeit. 
Praktisch wichtig ist die Resonanz, die eintritt, wenn Erreger- und Eigenfrequenz 
übereinstimmen. Bei 1) = 1 ist dann V max = 1j2{}. Streng genommen tritt der Maxi-
malwert bei 1) = 1"1 - 2{}2 auf und beträgt 
V max = 1/{2{} 1"1 - {}2), 
allerdings ist der Unterschied infolge der kleinen {}-Werte gewöhnlich unwesentlich. 
Es interessiert praktisch oft, wie die Amplituden erzwungener Schwingungen bei 
152 4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad 
Resonanz anwachsen. Bei Nullbedingungen folgt aus (7) bis (12) für 'YJ = 1 die 
Lösung in der Form 
q = -(qst/21f) (1 - e- 6t ) cos (Dt + 1X ). (13) 
Für t ~ 00 ergibt sich daraus der stationäre Grenzwert qmax = qst/21f. Bei 0 ~ 0 
strebt das Verhältnis (1 - e-6t )/1f gegen den Wert Dt. Infolgedessen wächst die 
Amplitude der erzwungenen ungedämpften Schwingungen unbegrenzt, und zwar 
linear mit der Zeit. 
Auf den ersten Blick mag es scheinen, als ob die Eigenschwingungen ebenso wie die 
freien Schwingungen unwesentlich sind, weil sie wegen des Faktors exp (-ot) schnell 
abklingen. Indessen nehmen die Eigenschwingungen in der Mechanismendynamik 
eine besondere Stellung ein im Verhältnis zu den freien, aber auch zu den erzwungenen 
Schwingungen. Diese Besonderheit besteht darin, daß in Mechanismen die Erreger-
funktion I(t) und ihre Ableitungen unstetig sein können. Dabei werden die Eigen-
schwingungen nicht nur bei t = 0 erregt, sondern auch zu den Zeitpunkten, in denen 
die Funktion I(t) oder ihre Ableitungen Sprünge haben. Eine Ursache für Eigen-
schwingungen ist bei Mechanismen praktisch immer vorhanden. 
Bevor näher auf die Berechnung der Eigenschwingungen eingegangen wird, sollen 
die Betrachtungen auf den allgemeinen Fall einer stetigen Erregung ausgedehnt 
werden. 
Für den Fall einer periodischen Erregung (Periodendauer T = 27t/D) kann die 
Erregerfunktion in eine Fourierreihe entwickelt werden: 
00 
I(t) = 10 + E l ek COS kDt + Isk sin kDt 
k=l 
00 
= 10 + E ik sin (kDt + 1Xk)· 
k=l 
(14) 
Hierbei gilt für die Fourierkoeffizienten (({li = 27ti/N = Dti, k = 1,2, . .. , N /2 - 1) 
T 
10 = - I(t) dt ~ - E I(({l;) , 1 f 1 N-l 
T N ;=0 
o 
T 
l ek = - I(t) cos kDt dt I':::;j - E I(({l;) cos k({l; , 2 f 2 N- l 




Isk = - I(t) sin kDt dt I':::;j - E I(({l;) sin k({l;, 2 f 2 N - l 
T N ;=0 
o 
COS1Xk = /Sk/lk> sin 1Xk = /ek/lk' Ik = Vfck + I;k' 
Die einzelnen Summanden von (14) heißen Harmonische. Die partikuläre Lösung 
von (1) für die Erregung gemäß (14) lautet im stationären Zustand mit der Ver-
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größerungsfunktion 
V"(17, {}) = [(1 - k2172)2 + 4{}2k2172]-0.5 
und dem Phasenwinkel Yk' der sich analog zu (12) aus 
cos Ypk = (1 - k2'Yj2) VI;, sin Ypk = 2{}k'Yj Vk 
ergibt, schließlich 




Die Lösung (18) ist mathematisch exakt. Für ingenieurmäßige Berechnungen ist sie 
aber nur eine Näherungslösung, weil die Summation bei einer endlichen Anzahl K 
von Harmonischen abgebrochen wird. Bei der Festlegung der Zahl K muß man sich 
vom Konvergenzcharakter der Fourierkoeffizienten Iit leiten lassen, vgl. Abschnitt 
1.4.3. Außerdem muß man beachten, daß man keine Resonanzbereiche (k'Yj = 1) 
"abschneidet", so daß 




Die Berücksichtigung einer großen Anzahl von Harmonischen führt nicht nur zu 
einer Erhöhung des Rechenaufwandes, sondern auch zu prinzipiellen Schwierigkeiten, 
weil die höheren Harmonischen realer Mechanismen gewöhnlich nicht sehr genau 
bestimmt werden können, z. B. infolge von Fertigungstoleranzen. Dieser Umstand 
besagt, daß die genannte Methode für Aufgaben der Mechanismendynamik zweck-
mäßig nur bei verhältnismäßig glatten Erregerfunktionen angewendet wird. Solche 
sind in erster Linie für Koppelgetriebe mit wenigen Getriebegliedern, für manche 
Räderkoppelgetriebe und für Kurvengetriebe mit HS-Profil charakteristisch, vgl. 
Abschnitt 4.6.2. 
Für den Fall einer beliebigen Erregung kann man die Antwort des Schwingers aus 
dem Duhamelintegral berechnen, das aus der Literatur zur Schwingungslehre be-
kannt ist, z. B. [4.3], [4.22], [4.28], [4.35], [5.20]: 
t 
qp(t) = ~ J I(u) . exp [-o(t - u)] . sin co(t - u) du. 
o 
(20) 
Bei der hier getroffenen Unterscheidung von qp ist zu beachten, daß die Eigen-
schwingungen (7) und die erzwungenen Schwingungen (8) in (20) enthalten sind. 
4.3.2. Eigenschwingungen infolge von Unstetigkeiten 
Eigenschwingungen können dtcrch unstetige Änderungen der U-Funktion jeder 
Ordnung entstehen. Nun werden nacheinander solche Fälle betrachtet, wobei kon-
stante Winkelgeschwindigkeit Q der Antriebskurbel vorausgesetzt wird. Bild 4.4 
zeigt Mechanismen der hier behandelten Struktur. 
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Fall 1: Sprung im Verlauf der U-Funktion nullter Ordnung (Stufe). Zur Zeit 
t < 0 ist x = U = O. Bei t = 0 tritt plötzlich der Wert .1U auf. Dieser Fall kann in 
dieser extremen Form praktisch nicht vorkommen, da selbst bei einer sprunghaften 
Radiusänderung einer Kurvenscheibe ("Schienenstoß") infolge des endlichen Rollen-
radius der Anstieg .1 U in endlicher Zeit erfolgt. Er ist aber von Interesse als Grenzfall 
für sehr scharfe Anderungen der U-Funktion erster Ordnung, z. B. auch bei Lager-
spiel. 
Es wird zunächst die Lösung für y = q aus (4.3.1./1) ermittelt, indem dort auf der 
rechten Seite f = w02x = w02.1 U gesetzt wird. Aus dem Duhamelintegral (4.3.1./20) 
folgt dann 
Y=.1U[l-e-dl(coswt+ ~ sinwt)]. (1) 




q=y-x=y-.1U=-.1Ue-dl coswt+ w sinwt). (2) 
Fall 2: Sprung im Verlauf der U-Funktion erster Ordnung. Dieser Fall entspricht 
einem Geschwindigkeitssprung, den man auch Stoß nennt. Zur Zeit t = 0 beginnt die 
Koordinate x plötzlich, sich mit konstanter Geschwindigkeit zu ändern: 
x = .1Vt = .1U'Qt. (3) 
Damit ist die Erregerfunktion in (4.2.2./6) und (4.3.1./1) 
f = 2!5:i; + w02x = (2!5Q + w02Qt) .1 U' . (4) 
Das Duhamelintegral (4.3.1./20) liefert dafür zunächst 
y = 2!5Q .1w~' [ 1 - e- 61 (cos wt + ~ sin wt)] 
+ Q.1 U' [wt _ 2!5w _ e-61 (w2 - 152 sin wt _ 2!5w cos wt)] 
w w02 w02 w02 
=Q .1U'wt- Q .1U'e-d1 sinwt. (5) 
w w 
Die Relativbewegung ergibt sich daraus zu 
q = y - .1 U' Qt = - Q .1 U' e-dl sin wt. 
w 
(6) 
Fall 3 : Sprung im Verlauf der U-Funktion zweiter Ordnung. Bei diesem sogenannten 
Ruck (Sprung 2. Ordnung) tritt ein Beschleunigungssprung (Knick im Verlauf der 
U-Funktion erster Ordnung) auf. Es ist bei t < 0 die Beschleunigung x gleich 0, aber 
bei t ~ 0 ist x = Q2.1U". Die Eigenschwingungen können dann unmittelbar aus 
(4.2.2./5) berechnet werden. Für die Erregerfunktion im Duhamelintegral (4.3.1. /20) 
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gilt f = -.Q2LlU", und die Ausrechnung ergibt 
.Q2Ll U" [ ( 0 )] q = wo2 -1 + e- 6t cos wt + w sin wt . (7) 
Bei dieser Lösung stellt die Eins in der Klammer die erzwungene Bewegung qp2 dar, 
während die beiden anderen Terme den Eigenschwingungen qpl entsprechen, vgl. 
(4.3.1./7). 
Fall 4: Sprung im Verlauf der U-Funktion dritter Ordnung. Der Sprung dritter 
Ordnung entspricht einem Knick im Beschleunigungsverlauf. Aus dem Ruhezustand 
bei t< 0, in dem der Weg x = 0, die Geschwindigkeit x = 0, die Beschleunigung 
x = ° und deren Zeitableitung x = ° sind, beginnt die Fußpunkterregung des 
Schwingers beit = ° gemäß x = LlU"'.Q3t3/6, woraus x = .Q3LlU'II tund x = .Q3LlU"' 
folgt. Die Eigenschwingungen ergeben sich aus (4.2.2./5) und dem Duhamelintegral 
(4.3.1./20) mit f = -LlU'II.Q3t zu 
q = -wt + -.:::. + - [(w2 - 02) sin wt - 20w cos wt] . .Q3 Ll U"' { 20 e-
6t } 
wwo2 wo2 wo2 
(8) 
Auch hierbei entsprechen die ersten beiden Summanden in der Klammer der er-
zwungenen Bewegung qp' während die mit der Exponentialfunktion verbundenen 
Terme die Eigenschwingungen beschreiben, vgl. (4.3.1./5 und 6). 
Im folgenden soll die Wirkung von mehreren Sprüngen im Verlauf der U-Funktion 
auf die Schwingungen untersucht werden [27]. Dazu wird die Zeitachse zunächst in 
Abschnitte eingeteilt, innerhalb derer die Funktion f(t) stetig und differenzierbar ist. 
Bild 4.10 zeigt einen solchen Funktionsverlauf. 
t i=1 f(tJ 





Bild4.10 Erregerfunktion mit 
U nstetigkei ten 
Für jeden Zeitabschnitt kann die Lösung in der Form (4.3.1./5) geschrieben wer-
den. Für die Etappe (i + 1) lautet sie für ti ~ t ~ ti+l 
q = q + e-6(t-t,l[A i cos w(t - ti) + Bi sin w(t - ti)] + qp(i+ll' 
(9) 
Hierbei enthält die Funktion q sowohl die freien als auch die Eigenschwingungen, 
die vor dieser Etappe erregt wurden, d. h. bei ° ~ t < ti' Offenbar entspricht die 
zweite Gruppe von Termen in (9) den Eigenschwingungen. Sie können in folgender 
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Form geschrieben werden: 
qi = Di e- 6(1-1,) sin [w(t - Li) + Yi], i = 0, 1,2, ... , (10) 
wobei 
Di = VAi2 + B i2, sin Yi = A;/D, , COS Yi = BilDi . (11) 
Weil die Größe D; von sprunghaften Veränderungen der Erregung an den Bereichs-
grenzen abhängt, wird sie im weiteren Sprung genannt. 
Für einen beliebigen Zeitpunkt t in einer Etappe 8 (t > ts _ 1) erhält die Lösung (9) 
unter Beachtung dieser Darlegungen die folgende Form, vgl. (4.3.1. /5 bis 8): 
q = e- 61 (qO cos wt + qo: oqo sin wt) 
s-1 
+ L D i e- 6(1-1,) sin [w(t - t.) + y;] + qP.(t) 
.=0 
für l'_1 ~ t ~ t •. 
(12) 
In Tabelle 4.2 sind die charakteristischen Werte einiger Sprungarten zusammen-
gestellt. 
Tabelle 4.2. Koeffizienten der Eigenschwingungen bei Sprüngen der Ordnung Obis 3 
Bezeichnung Änderung Sprung Gl.-Nr. 
des Sprungs A i Bi Dj 
Stufe 
(Sprung LlU 
-Ll U 0 Wo LlU (2) O. Ordnung) --LlU W W 
Stoß 
(Geschwindig- LlU' 0 - Q LlU' Wo TJLl U' (6) keitssprung) W W 
Ruck 
Beschleuni- Ll U" Q2 Ll U" oQ2 Ll U" Wo TJ2Ll U" (7) gungssprung) 000 2 WW02 W 
Sprung 
- 20Q3Ll U'" (w2 _ ( 2 ) [J3 Wo TJ3Ll U'" 3. Ordnung LlU'" Ll U'" (8) 
wo' WW0
4 W 
Der Maximalwert der Zusatzbeschleunigung, die durch den Sprung D i verursacht 
wird, ergibt sich aus (10) und (11) nach kurzer Rechnung zu 
/Ll q···/ - w 2D· - w 2 VA·2 + B·2 tmax- 0 , 0 I ,- (13) 
Die durch die Sprünge in jeder Etappe hervorgerufenen Eigenschwingungen liefern 
in ihrer Summe in der betrachteten Etappe 8 (wie man durch trigonometrische Um-
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formungen zeigen kann) 
8 - 1 8-1 
~=.1: qi = .1: D i e- 6(t-t,) sin [w(t - ti) + y;] 
' =0 ' =0 
= D8_ 1e- 6(t-t.-,) sin [w(t - t8 _ 1 ) + Y.-d (14) 
für ts- 1 ;2; t ;2; ts' Es stellt sich also abschnittweise eine gedämpfte harmonische 
Schwingung mit der Eigenfrequenz t = w/21t ein mit 
8 - 1 
1 S- 1 = .E Di e- 6(t.- 1 - t,) sin [W(tS-l - ii) + Y;], 
;=0 
' - 1 
138- 1 = .E D; e-6(1.- 1 - I,) cos [W(tS-1 - Li) + y;]. 
;=0 
Dabei ist ts-1 die Anfangszeit des untersuchten Zeitabschnitts. 
(15) 
Mit Hilfe von (15) können die günstigsten Phasenbeziehungen, die den Zeitpunkten 
der Sprungerregungen entsprechen, ermittelt werden. Da die vorhergehende Schwin-
gung noch nicht abgeklungen ist, bevor die nächste Anregung erfolgt, ist die mo-
mentane Schwingungsphase im Augenblick der unstetigen Belastung entscheidend. 
Die Schaltfolge in Antrieben kann diesbezüglich optimiert werden, z. B. bei Kranen 
([8], S. 216). 
Es muß allerdings bemerkt werden, daß hänfig das auf diese Weise erhaltene Resultat 
bei Mechanismen mit umlaufendem Antriebsglied nicht sehr genau ist. Dies liegt daran, 
daß sich die Phasenbeziehungen mit der Abweichung der Winkelgeschwindigkeit von 
dem angenommenen konstanten Wert Q unterscheiden und schon ganz kleine Verän-
derungen von Q ausreichen können, um die Phasen um den Wert 1t zu verschieben. 
Für ingenieurmäßige Berechnungen ist deshalb die aus (15) folgende Ungleichung 
8-1 D8- 1 ;2; .E D; e-6 (t ... , - t , ) (16) 
;=0 
von Interesse. Sie liefert einen Maximalwert D'-1 bei den ungünstigsten Phasen-
winkeln. 
Damit man eine anschaulichere Vorstellung über den Beitrag jedes dieser vier be-
trachteten Fälle in der Erregung bekommt, wird angenommen, daß bei t = tj gleich-
zeitig Sprünge von Llx, Llx, Llx und Llx auftreten. Für diese allgemeine Betrachtung 
kann man die behandelten Fälle superponieren. Aus der Summe der in Tabelle 4.2 
angegebenen Werte ergibt sich 
A; = -LlU + Q2 LlU" _ 2 oQ3L1U'" + ... , 
wo2 wo4 
Bi = _! LlU _ Q LlU' + oQ2 LlU" + (w2 - ( 2 ) Q3 LlU'" + ... 
w W wwo2 wwo4 
(17) 
Bei vernachlässigbar kleiner Dämpfung bilden die Koeffizienten A i und Bi bei 
Sprüngen höherer Ordnungen alternierende Reihen (7] = Q /wo): 
A; = -LlU + LlU"7]2 - LlU""· 7]4 + - ... , 
Bi = -LlU'7] + LlU'" . rl- LlU(5) . r/ + - ... (18) 
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Für den allgemeinen Sprung D, ergibt sich dann gemäß (11) 
D i = V(,1U - 'YJ2,1U" + ... )2 + ('YJ,1U' - 'YJ3,1U'" + ... )2. (19) 
Am häufigsten werden die Unstetigkeiten der U-Funktion in der Praxis bei Ma-
schinen durch den Ruck (,1 U") oder Sprünge 3. Ordnung (,1 U"') verursacht, was 
besonders für Maltesergetriebe und bereichsweise zusammengesetzte Bewegungs-
gesetze von Kurvengetrieben charakteristisch ist ([2], [4.2], [4.39]) . Bei sehr lang-
samen Geschwindigkeiten kann man in den Maschinen auch Mechanismen mit 
Sprüngen in der U-Funktion erster Ordnung antreffen, z. B. bei Sperrklinken und bei 
groben Fertigungsungenauigkeiten. Die sprunghafte Änderung der U-Funktion 
erster Ordnung kommt auch bei der plötzlichen Änderung der kinematischen Struktur 
. eines Mechanismus vor, z. B. in Getrieben mit Hilfsverzahnung in indifferenten 
Lagen (Anti parallel-Kurbelgetriebe) , bei der Abstützung eines Arbeitsorgans an 
einem Anschlag, bei verschiedenen Fixierungen der Arbeitsorgane (Schließen und 
Öffnen von Zangen, Greifern, ... ) u. a . In diesen Fällen ändert sich allerdings auch 
die Struktur des dynamischen Systems selbst, was in entsprechender Form berück-
sichtigt werden muß, vgl. Abschnitt 4.3.6.2. 
Bei der Berechnung darf man sich nicht von dem relativ kleinen Zahlenwert des 
Sprunges D i täuschen lassen. Die durch einen Sprung hervorgerufene Beschleunigung 
übertrifft infolge des großen Wertes der Eigenfrequenz, vgl. (13), häufig die erwartete 
kinematisch ideale Beschleunigung X, vgl. Abschnitt 4.3.6.1. 
4.3.3. Zur dynamischen Wirkung des Spiels 
Das Spiel in Mechanismengelenken hat häufig dynamisch störende Auswirkungen. 
Ein Teilproblem wurde bereits in Abschnitt 4.2.5. behandelt. Die Frage, welche Größe 
des Spiels den optimalen Kompromiß zwischen erhöhtem Fertigungsaufwand und 
störenden Zusatzkräften darstellt, kann auf Grund quantitativer Analysen beant-
wortet werden. Für den Ingenieur werden dafür einfache, das Wesen der Erschei-
nung richtig erfassende Berechnungsmethoden gesucht. 
In Form eines Sprunges ,1 U' kann in erster Näherung auch der dynamische Effekt 
erfaßt werden, der bei Spiel in den kinematischen Paaren von Mechanismen auftritt. 
Streng genommen stört das Spiel die Linearität des Schwingungssystems, weil beim 
Durchlaufen des Spielbereichs die Rückstellkraft gleich 0 ist. Das Spiel wirkt dann 
wie ein nichtlineares Element, das die spektralen Eigenschaften des Systems beein-
flußt. 
Bei der überwältigenden Mehrheit der zyklischen Mechanismen geschieht der Spiel-
durchiauf jedoch nur wenige Male während der Periode eines kinematischen Zyklus, 
wenn die Gelenkkraft ihr Vorzeichen wechselt. Offensichtlich behält das System, wenn 
man von den erwähnten kleinen Zonen des Spieldurchlaufs absieht, seine linearen 
Eigenschaften und reagiert auf das Spiel wie auf eine Impulserregung. 
In Bild 4.11 ist die U-Funktion durch zwei Kurven dargestellt, die relativ zu ein-
ander um das reduzierte Spiel ,18(p) verschoben sind. Das reduzierte Spiel hängt im 
allgemeinen vom Kurbelwinkel p ab und kann aus den Größen der Spiele der Einzel-
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gelenke mit Hilfe von (1.4.2. j5) berechnet werden. In der Stellung q; = q;o mag eine 
Trennung von der Kurve 1 erfolgen. Infolge der Kleinheit von Lls kann man anneh-
men, daß die Bewegung im Spielbereich mit einer konstanten Geschwindigkeit erfolgt, 
die so groß ist wie im "Absprungpunkt" B. Dann gilt für die Koordinate (q;o + Llq;) 


















Bild 4.11 U ·Funktion eines 
Mechanismus mit Spiel 
(1) 
Dabei findet im Punkt 0 eine sprunghafte Geschwindigkeitsänderung (Stoß) statt 
die gleich 
x = QLlU' = Q[U'(q;o) - U'(q;o + Llq;)] = -QUo"Llq; 
ist. Da die U-Funktion und das Spiel veränderlich sind, wird beachtet, daß 
U(q;o + Llq;) = Uo + Uo' Llq; + UO"(Llq;)2j2 + Uo"'(Llq;)3j6 + ... , 
Lls(q;o + Llq;) = Llso + Llso' . Llq; + Llso"(Llq;)2j2 + ... 
(2) 
(3) 
ist. Aus (1) und (3) folgt, wenn in der Taylorreihe für U(q;) und Lls(q;) Glieder höherer 
Ordnung vernachlässigt werden, 
Wird daraus Llq; berechnet und in (2) eingesetzt, ergibt sich eine für die Ingenieur-
praxis wichtige Näherung bei Uo'" = 0: 
LlU' = Uo"· Llso' [1 
U 0" + Llso" + 
1- 2L1so(Uo" + LlSo")]. 
(LlSO')2 
Falls Lls = Llso = konst ist, entsteht aus (5) die schon in [27] angegebene Formel 
LlU' = V2L1so 100"1. 
Falls außerdem Uo" = 0 ist, erhält man aus (4) 
3,-_____ _ 




Die in [4.9] entwickelte Näherungslösung zeigt dieselben Parameterabhängigkeiten. 
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Das Spiel bewirkt also einen Stoß, der bereits in (4.3.2./3) betrachtet wurde. Die 
Amplitude der Zusatzbeschleunigung, die durch diesen Geschwindigkeitssprung 
hervorgerufen wird, ergibt sich gemäß (4.3.2./6 und 13) zu 
L1iimRx = Q. w . L1U', (8) 
vgl. Tabelle 4.2. 
In Systemen mit hohen Eigenfrequenzen (w ~ Q) können diejenigen Kräfte, 
welche durch Schwingungen hervorgerufen werden, manchmal die äußeren Kräfte 
und die kinetostatischen Kräfte (Trägheitskräfte der idealen kinematischen Bewe-
gungen) wesentlich übersteigen. Dabei können stabile Schwingungsstoßzustände 
entstehen ([4.4], [4.26], [4.32]), die unerwünscht sind, weil sie zusätzlich Lärm ver-
ursachen und zu Zerstörungen führen. 
Diese Erscheinung kann, abgesehen von einer Verminderung des Spiels L18, auch 
durch Erniedrigung der Eigenkreisfrequenz w beseitigt werden. Dabei müssen aller-
dings auch andere Parameter kontrolliert werden, die von w abhängen, z. B. der 
Kumulationsfaktor /t, vgl. Abschnitt 4.3.4. Die Analyse der Funktionen L1 U' ge-
mäß (5), (6) und (7) gibt dem Konstrukteur die Möglichkeit, unabhängig von den 
elastischen Eigenschaften die Empfindlichkeit eines Mechanismus auf Stöße infolge 
Spiel zu bewerten. Durch Beeinflussung der kinematischen übertragungsfunktion 
U(f{J) und des Spiels L18(f{J) (vgl. Abschnitt" 1.3.3.) können dynamische Kräfte ver-
mindert werden. 
Weitere Kriterien, mit Hilfe derer man den dynamischen Effekt bewerten kann, 
der durch das Spiel hervorgerufen wird, sind für zyklische Mechanismen die Kenn-
größen k1 und k2 [28]. Es gilt 
k _ L1 iimax 
1 - Q2 IU"I 
max 
(9) 
Dabei ist L1iim' xder Beschleunigungssprung aus (8), der dem dynamischen Effekt 
des Sprunges L1 V' äquivalent ist, und im Nenner steht die maximale Beschleunigung 
des kinetostatischen Modells. 
Man kann nachweisen, daß diese Kenngröße sich mit dem Abstimmungsverhältnis 
fJ = Q/w zu 
L1 U' k1 = (10) 
fJ I U" lmax 
ergibt. Dabei ist w die gemittelte niedrigste Eigenkreisfrequenz. Bei der Konstruktion 
von Mechanismen soll der Wert k1 ~ 0,1 angestrebt werden. Falls k1 -+ 1 ist, ruft 
das Spiel dieselbe Zusatzbeschleunigung hervor wie ein "weicher Stoß" (Ruck). 
Ein anderes Kriterium erhält man mit Hilfe der Methode der harmonischen Line-
arisierung. Entsprechend dieser Methode läßt sich ein nichtlinearer Schwinger auf 
einen äquivalenten linearen Schwinger reduzieren, vgl. ([5.20], S. 143). Der nicht-
lineare Schwinger, der aus der Reihenschaltung der Elemente "Spiel" (Spielweg L18) 
und "Feder" (Federkonstante c) besteht, wird durch eine Kraft F(t) belastet. Ihr 
entspricht bei Mechanismen die kinetostatische Gelenkkraft. Die Frage lautet, bei 
welchen Parameterwerten eines spielbehafteten elastischen Gelenkes dieses als 
linearer Schwinger behandelt werden kann. 
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Wie in [4.4J gezeigt wird, ist bei derartigen Nichtlinearitäten der Ausgangsprozeß 
wenig empfindlich gegenüber dem Typ des Eingangsprozesses. Deshalb ist es gün-
stiger, bei der Linearisierung nicht wie üblich für den Weg, sondern für die Kraft 
den harmonischen Ansatz 
F(t) = F + pr cos wt (11) 
zu wählen. 
Nach äquivalenter Linearisierung bezüglich der Kraft ergibt sich, daß die Kopp-
lung der Elemente "Spiel" und "Feder" einer fiktiven Feder äquivalent ist, deren 
Nachgiebigkeit sich zu 
J 4L1s Vi - (F)2 + -.!.. für pr ;:;;; F, l/c = ii = 7tpr pr C 
l Cl für pr ~ F. 
(12) 
ergibt. 
Vergleicht man die potentiellen Energien bei L1s =!= 0, 
(13) 
und bei L1s = 0, 
(14) 
so erhält man aus (12) bis (14) für pr ;:;;; F 
(15) 
Die Kenngröße k2 kann als energetisches Kriterium zur Bewertung des dynamischen 
Effekts in folge Spiel dienen. Diese Kenngröße wächst mit der Vergrößerung des 
Spiels L1s und der Federkonstante c, während sie mit der Vergrößerung von F und pr 
fällt. Bei pr ~ Fist k2 = 0. Die Analyse experimenteller Ergebnisse und die Erfah-
rungen aus ingenieurmäßigen Berechnungen besagen, daß zur Begrenzung des 
Niveaus der Schwingungen, die durch Spiel hervorgerufen werden, die Bedingung 
k2 < 0,1 ... 0,2 (16) 
erfüllt werden sollte. Wird diese Bedingung verletzt, dann beeinflußt das Spiel die 
Eigenfrequenz wesentlich, während diese Abhängigkeit sonst vernachlässigt werden 
kann. Solange die Bedingung (16) erfüllt ist, können spielbehaftete elastische Gelenke 
im Schwingungssystem eines Mechanismus also durch eine konstante (gemittelte) 
Nachgiebigkeit gemäß (12) modelliert werden. 
11 Dresig, Dynamik 
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4.3.4. Ermittlung stationärer Schwingungen 
Bei vielen Maschinen treten in den Mechanismen eingeprägte Kräfte auf, die sich 
periodisch wiederholen. Dies können Schneidkräfte, Pre ßkräfte , Reibkräfte, Um-
formkräfte oder andere technologische Kräfte sein, die bei der Verarbeitung von 
Blech, Papier oder textilen Materialien auftreten. Deren Zeitverlauf I(t) ist innerhalb 
einer Periode abschnittsweise analytisch beschreibbar, vgl. (4.3.1. /1). 
Die überwältigende Mehrheit der Mechanismen arbeitet im stationären Betriebs-
zustand bei einer unveränderlichen mittleren Winkelgeschwindigkeit Q des Antriebs-
gliedes. Da der Ungleichförmigkeitsgrad normalerweise klein ist, kann angenommen 
werden, daß Q = konst ist. Das Verhalten des Schwingungssystems wird während 
einer Zyklusdauer T = 21t/Q betrachtet. Die möglichen Lösungsmethoden dieser 
Aufgabe wurden in [4.32] und [4.36] analysiert. 
Wenn zur Berechnung der Anfangszeitpunkt zu t = 0 angenommen wird, kann 
die partikuläre Lösung qp(t) von (4.3.1. /1) durch eine numerische Integrationsmethode 
innerhalb des Intervalls 0 ~ t ~ T mit den Anfangsbedingungen 
t = 0: qp(O) = 0, (MO) = 0 (1) 
berechnet werden. Die Besonderheit der vollständigen Lösung besteht darin, daß 
die Anfangsbedingungen qo und qo der gesuchten periodischen Lösung unbekannt sind, 
weil der betrachteten Periode schon eine unbegrenzte Anzahl von Zyklen voraus-
ging. 
Man kann allerdings, da es sich um den stationären Zustand handelt, die Bedin-
gungen benutzen, welche die Periodizität der Lösung fordern : 
q(O) = qh(O) + qp(O) = q(T) = qh(T) + qp(T) , (2) 
q(O) = qh(O) + qp(O) = q(T) = qh(T) + qp(T). (3) 
Durch die numerische Integration mit den Anfangsbedingungen (1) können qp(T) 
und qp(T) gewonnen werden. Mit den unbekannten Anfangsbedingungen der homo-
genen Lösung 
t = 0: qh(O) = qo, qh(O) = qo (4) 
ergeben sich die Endbedingungen der durch (4.3.1./6) bekannten L ösung der homo-
genen Gleichung zu 
qh(T) = e- 6T [qO cos roT + qo ~ ?Jqo sin roT], (5) 
[ 
(ro2 + ?J2) + ?Jq ] qh(T) = e- 6T qo cos roT - ro qo 0 sin rol' . (6) 
Werden nun die aus (4) bis (6) bekannten Ausdrücke in (2) und (3) eingesetzt, so 
entsteht folgendes lineare Gleichungssystem für die beiden unbekannten Anfangs-
werte: 
qo [ 1 - e- 6T (cos roT + ~ sin roT)] - qo ~ e- 6T sin roT = qp(T) , 
(7) 
qo [ro
2 ~ ?J2 e- 6T sin roT] + qo [1 - e- 6T (cos roT - ~ sin roT)] = qp(T). 
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Die Auflösung ergibt 
qo = p,2 {qp(T) [1 - e-6T (cos roT - ~ sin roT)] + qp(T) : e- 6T sin roT}, 
(8) 
qo = p,2 {-qp(T) : (ro2 + <52) e-dT sin roT 
+ qp(T) [1 - e-6T ( cos roT + ~ sin roT)]}. (9) 
Dabei ist (mit <5T = AN = AfrJ) 
1 p, = = [1 - 2e- AN cos 21tN + e- 2AN]- 0.S (10) 
1'1 - 2e- 6 T cos roT + e- 26T 
der Kumulationsfaktor, vgl. (4.3.1./11). 
Wiederholt man die numerische Integration mit den durch (8) und (9) erhaltenen 
Anfangswerten, so findet man die gesuchte stationäre Lösung q(t) von (4.3.1. /1). 
Bei der beschriebenen Methode werden durch die numerische Integration in 
einem begrenzten Zeitabschnitt unbekannte Zeitfunktionen berechnet. Das hat 
wesentliche Vorteile für die Genauigkeit der dadurch gewinnbaren Lösung gegenüber 
den "brutalen" Verfahren, bei denen über mehrere Zyklen integriert wird, um perio-
dische Lösungen zu suchen [5.54]. 
Außer durch abschnittweise bekannte Zeitfunktionen f(t), die sic4 periodisch 
wiederholen, können stationäre Schwingungen auch durch die in Abschnitt 4.3.2. 
behandelten Unstetigkeiten entstehen. Zu ihrer Ermittlung wird die Summierung 
über i in (4.3.2. /12) in zwei Schritten vorgenommen: Zuerst in den Grenzen des be-
trachteten kinematischen Zyklus, in dem s Sprünge auftreten, und danach über die 
unendliche Zahl der vorausgegangenen Zyklen. Die Eigenschwingungen infolge der 
Unstetigkeiten sind, vgl. (4.3.2./10 bis 14): 
00 
qh(t) = E D ö e-6(1-I,) sin [ro(t - tö) + y;] 
i=i 
00 8-1 
= E E D;/ e-6(t-tr+/ T ) sin [ro(t - tj + lT) + y;,] . 
/=0 j=O 
(11) 
Die hier eingeführte zweifache Indizierung ist in Bild 4.12 erläutert. Der erste Index 
(j) entspricht der Nummer des Sprunges innerhalb der Zyklusdauer T, der zweite 
Index (l) der Nummer des Zyklus. Dabei wird l entgegengesetzt zur Zeitachse gezählt. 
In diesem Fall entspricht einer Vergrößerung des Index l ein größerer Abstand dieses 
Zyklus vom Anfangszeitpunkt und infolgedessen auch ein geringerer dynamischer 
Einfluß. 
Nun wird die Reihenfolge der Summierung in (11) vertauscht und die Summe über l 
getrennt betrachtet, die den stationären Schwingungszustand in folge der Srünge D;/ 
bei fixiertem j beschreibt. Im weiteren werden Sprünge, die gleichgroß sind und sich 
11* 
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durch ganze Perioden T in ihrer zeitlichen Folge unterscheiden, als identisch bezeich-
net. Dabei wird beachtet, daß dann D jl = D j und Yjl = Yj ist, vgl. (4.3.2./11). 
Infolge der Periodizität der Sprungerregungen hängen diese Werte nicht von der 
Nummer l der Periode ab. 
t 
[=2 l=1 [=0 
0) ~~1@~1@'1~ f(tl ~§ 
0<;::; Qj-"'" 
'- c: ~2 
Zeit t - --
b) 
Zeit t--
Bild 4.12 Beispiel für eine Erregerfunktion mit Sprüngen 
a) Funktion f(t), b) Sprünge Dil 
Durch Anwendung von Additionstheoremen wird die zweite Summe aus (11) so 
umgeformt, daß die Summation über l isoliert ist: 
qh,(t) = D j e- 6(t - tj ) sin [co(t - ti ) + Yj] (1: e-·6IT cos COlT) 
1= 0 
+ D j e- 6(t - tj ) cos [co(t - t j ) + Yj] (1: e- 61T sin COlT). 
1= 0 
(12) 
Die dabei auftretenden Summen sind geometrische Reihen mit komplexen Quotien-
ten (Benutzung von e - iwlT = cos colT + i sin colT) und damit geschlossen summier-
bar. Die sich ergebenden Summen werden durch die Größen fl, und (Y/ - Yj) ab-
kürzend ausgedrückt: 
~ - m zm 1 - e- 6T cos coT (0) 
"" e cos CO.J. = = fl, cos Yj - Yi , 
1= 0 1 - 2e- 6T cos coT + e- 26T 
(13) 
00 e- 6T sin coT E e- 61T sin colT = = fl, sin (yjO - y ; ). 
1= 0 1 - 2e- 6T cos co1' + e- 26T . (14) 
Einsetzen dieser Summen in (12) und Zusammenfassung der trigonometrischen Funk-
tionen durch ein Additionstheorem ergibt schließlich (ti ~ t ~ ti+1) 
qhj(t) = fl,D j e-6(t - tj) sin [co(t - t j ) + YiO]. (15) 
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Dabei ist f.l der schon in (10) definierte Kumulationsfaktor. Der jeweilige Phasen-
winkel Y/ ist aus Yj (4.3.2. /11) und 
sin (Y/ - Yj) = f.l e - 6T sin wT, cos (Y/ - Yj) = f.l(1 - e - 6T cos wT) 
(16) 
zu bestimmen. 
Für die resultierenden periodischen Schwingungen, bei denen sich die Eigenschwin-
gungen und die erzwungenen Schwingungen überlagern, ergibt sich nach abgeklun-
genen freien Schwingungen aus (4.3.2./12) 
s - 1 
qs(t) = E qhj(t) + qps(t), tS- 1 ~ t s ts• (17) 
j=O 
Der erste Summand spiegelt die summarische kumulative Wirkung der Eigenschwin-
gungen wider, die periodisch an den Grenzen aller 8 Teiletappen erregt werden. Dabei 
erfolgt die Summation nur innerhalb eines kinematischen Zyklus. Die Summe aller 
Erregungen von den Sprüngen der vorangegangenen Zyklen wird durch den Kumu-
lationsfaktor f.l erfaßt [27]. Die Abhängigkeit f.l(A, N), die gemäß (10) berechnet wurde, 
zeigt Bild 4.13. 
Bild 4.13 Kumulationsfaktor 
1'(.1, N) 
Für inp:enieurmäßige Berechnungen besitzen die Extremwerte des Kumulations-
faktors Interesse. Sie ergeben sich aus (10): 
1 1 
f.lmin = 1 + e-6T ~ f.l ~ 1 _ e - 6T = f.lmax· (18) 
Für die Darstellung der Parametereinflüsse werden in Bild 4.13 das logarithmische 
Dekrement A und der Kehrwert des Abstimmungsverhältnisses 'YJ benutzt, vgl. 
(4.3.1./ 11 ) : 
ö öT 
A = 27t{} = 27t- = -, N = 1/'YJ = wolQ. 
Wo N 
(19) 
Der Berührungspunkt der Kurven f.lmax 'I d i Wh mit der Kurve f.l entspricht einer 
ganzen Zahl N. Bei Benutzung einer Fourierreihe würde dieser Fall der Resonanz 
der N-ten Harmonischen entsprechen. 
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An den Berührungspunkten der Kurven f.l und f.lmin ist 2N eine ungerade Zahl. Dabei 
befinden sich die Schwingungen, die durch identische Sprünge (zwischen denen die 
Periodendauer T liegt) erregt werden, in Gegenphase. Dies schwächt die Intensität 
der Schwingungen, und es wird f.l < 1. Mit zunehmendem Wert N strebt der Kumu-
lationsfaktor f.l gegen 1. 
Zur Berechnung des Phasenwinkels kann man bequem folgende einfache Abhän-
gigkeit benutzen, welche den Maximalwert angibt: 
lyjO - Yjl = ILlyl ~ LlYmax = arccos V1 - e- 26T • (20) 
Sie folgt aus (16) und (18). Mit größer werdendem N strebt die Phasenverschiebung 
Lly gegen O. 
Der zweite Summand in (17), der die erzwungenen Schwingungen beschreibt, stellt 
eine partikuläre Lösung im betrachteten Zeitabschnitt dar, die bei periodischer Er-
regung als Fourierreihe oder im allgemeinen Fall durch das Duhamelintegral (4.3.1./20) 
dargestellt werden kann. 
Die Verzerrung der Abtriebsbewegung infolge der Eigenschwingungen ist bezüg-
lich der Geschwindigkeit und der Beschleunigung wesentlich größer als die des Weges. 
Dies liegt an der großen Empfindlichkeit auf die sprunghaften kinematischen Erre-
gungen, die sich in der Multiplikation mit der Eigenkreisfrequenz ausdrückt. Da 
tJ ~ w ist, können aus (15) und (17) neben den exakten Formeln noch Näherungen 
angegeben werden [4.45]. Für die Geschwindigkeit im Abschnitt t8- 1 ~ t ~ t. gilt 
8-1 
ti.(t) = f.l L D j e-6(/-t j ){w cos [w(t - t j ) + Y/] 
;=0 
- tJ sin [w(t - t j ) + Y/l} + tiP" 
8-1 
ti.(t) R::i f.lW L D j e-6(/ - lj) cos [w(t - t j ) + Y/l + tiPS" 
;=0 
Für die Beschleunigung gilt im Abschnitt t._1 ~ t ~ t8 
8-1 
fi.(t) = f.l L D j e-6(/-lj){ -2tJw cos [w(t - t j ) + Y/] 
;=0 
+ (tJ2 - ( 2) sin [w(t - t j ) + Y/]} + fiP8 
und angenähert 
8-1 
fis(t) R::i -f.lW2 L D j e-6(/-/j) sin [w(t - tj ) + YjO] + fiP8' ;=0 





Nun soll die dynamische Wirkung von Veränderungen der U-Funktion (und deren 
Ableitungen) betrachtet werden, die in einer endlich kurzen Zeit Llt erfolgen, wie 
z. B. in Bild 4.14a dargestellt. Es soll gezeigt werden, daß bei hinreichend kleinen 
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Werten Llt das System auf eine scharfe Anderung von x fast genau so reagiert wie bei 
einer sprunghaften Anderung dieser Funktion (Ruck). 
Zunächst werden mit Hilfe von (4.3.2./14) die Eigenschwingungen q* bestimmt, 
die im Abschnitt t > ti+l durch zwei Sprünge Ll U'" bei t = ti und bei t = ti+l hervor-
gerufen werden: 




Bild 4.14 Einfluß der Anlaufzeit aus den 
dynamischen Koeffizienten" 
a) Erregerfunktion, b) Verlauf des 
Koeffizienten ,,(v) 
dabei ist, wie in Abschnitt 4.3.2. gezeigt wurde, 
Llx 1* D i = D i +1 = - = --, Y' = 0, Yi+l = 7t. 
w3 w3 Llt 
(2) 
Daraus erhält man unter Berücksichtigung, daß t'+l = t. + Llt ist und t; = 0 ange-
nommen werden kann, 
q = ~ e-6(t-Jt) [e-6Jt sin wt - sin w(t - Llt)). 
* w3 Llt 
(3) 
Infolge der Kleinheit von Llt kann zur Vereinfachung e-6Jt ~ 1 gesetzt werden, 
so daß 
q* = ~ e-6(t-Jt) [sin wt (1 - cos wLlt) + cos wt sin w Llt] 
w 3 Llt 
ist. Nach einfachen Umformungen ergibt sich 
(4) 
(5) 
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sin 7tTan \ U(Tan) = --- , 7tTan 
Llt 
Tan = -, Tl 
(7) 
Unter Berücksichtigung der Dämpfung ergibt sich für den dynamischen Koeffizien-
ten [27] 
U(Tan ) = -21 V1 - 2e- 2n/fr. n cos 27tTan + e- 4n\r an • 7t1l (8) 
Die Abhängigkeit des Koeffizienten u( Tan) für den allgemeinen Fall {} ~ 0 ist in Bild 
4.14 b dargestellt. Aus diesem Bild folgt, daß die Dämpfung, wie üblich, den Koeffi-
zienten erniedrigt, mit Ausnahme kleiner Zonen um Tan = 1,2, ... , wo bei {} = 0 
auch U = 0 ist. Offensichtlich ist bei kleinen Werten (etwa bis Tan = 0,25 bis 0,3) 
die dynamische Wirkung bei stetiger Änderung der U-Funktion äquivalent der 
Wirkung bei einem plötzlichen Sprung dieser Funktion . Weil der Koeffizient U sich 
dabei wenig von 1 unterscheidet, beträgt also der Sprung D* ~ f*/w 2• Man kann 
zeigen, daß diese Behauptung praktisch bei beliebigen Funktionsverläufen der 
Veränderung der U-Funktion innerhalb einer relativ zur Periodendauer kleinen Zeit 
Llt richtig ist. In Handbüchern sind für verschiedene Zeitverläufe die Werte von 
U(Tan) dargestellt, z. B. [4], [12], [4.22]. 
Ausgehend von den erhaltenen Ergebnissen folgt für periodische Getriebe erstens, 
daß es darauf ankommt, die Stetigkeit der U -Funktion und ihrer ersten beiden Ab-
leitungen zu gewährleisten. Der Funktionsverlauf selbst, dem in den Lehrbüchern 
der Getriebetechnik ([2], [4.27]) und [4.44] viel Aufmerksamkeit geschenkt wird, 
ist also nicht von Bedeutung, falls Tan < 0,3 ist. Zweitens sollte die Bedingung 
Llt > (1,5 bis 2) Tl (9) 
erfüllt werden, wobei Llt die Zeit des Anwachsens oder Abnehmens der Beschleuni-
gung ist. In Kurvengetrieben kann diese Bedingung durch die Wahl trapezförmiger 
Beschleunigungsänderung bei entsprechend langen Übergangsabschnitten realisiert 
werden. 
Bei linear veränderlicher Erregung kann man sich an (8) und an Bild 4.14 b davon 
überzeugen, daß bei ganzzahligen Werten von Tan und {} = 0 der Koeffizient U = 0 
wird. Das bedeutet, daß im Rahmen des gewählten dynamischen Modells und der 
getroffenen Annahmen das System nach dem Zeitabschnitt Llt bei Belastung nicht 
mehr schwingt. 
Es entsteht dabei die Frage, ob durch entsprechende Auswahl der Übergangskurve 
im Bereich Llt die Bedingungen der quasistatischen Belastung bei einem beliebigen 
Wert Tan erfüllt werden können. Dies ist theoretisch möglich. Eine solche Funktion 
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ist z. B. 
I(t) = 1* - - sin 27t - , ( 
t 1 - 1/T!n t ) 
Llt 27t Llt 
(10) 
die zur Synthese eines trapezförmigen Beschleunigungsvedaufs bei gegebenem Ver-
hältnis Tan benutzt werden kann. 
Allerdings ist praktisch die Brauchbarkeit solcher Lösungen gewöhnlich durch 
die Bedingung Tan < 0,7 beschränkt, weil bei kleinen Tan die Lösungen sehr empfind-
lich gegenüber möglichen Abweichungen von den angenommenen Rechenwerten 
sind. Andererseits verliert bei Tan > 2,5 bis 3,0 die Bedingung der quasistatischen 
Belastung (9) ihre Bedeutung, weil dabei unabhängig von der angenommenen Funk-
tion 1 der Koeffizient x sehr klein ist, vgl. Bild 4.14 b. 
Zur Begrenzung des Niveaus der Eigenschwingungen wird die Forderung nach 
Einhaltung eines zulässigen Wertes für den Kumulationsfaktor ausgehend von 
(4.3.4./ 10) in die Form 
1 
1- 2e- AN cos 27tN + e- 2 AN ~ 
,u~ul (11) 
gekleidet. Diese Ungleichung kann man bezüglich des reziproken Abstimmungs-
verhältnisses N = will lösen. Um anschaulichere Ergebnisse zu erhalten, wird zu-
nächst ,uzul = 1 angenommen. Dann ist 
0,5e- AN ~ cos 27tN. (12) 
Bei AN -+ ° ist die Ungleichung (11) erfüllt, falls N ~ j - 1/6 oder N ~ j + 1/6 
gilt, wobei j eine ganze Zahl ist. Im anderen Grenzfall (bei AN -+ 00) ergibt sich 
N ~ j - 1/4 oder N ~ i + 1/4. Die erhaltene Frequenzverstimmung ist praktisch 
nur bei relativ kleinen Verhältnissen N wirksam, z. B. bei N ~ 4 bis 6. Dies möge 
folgendes Beispiel verdeutlichen. Im Fall w = 170 radis und II = 20 radis ist N = 8,5. 
Man kann sich an Hand von (4.3.4./10) davon überzeugen, daß bei einem N-Wert, 
der gleich der Hälfte einer ungeraden Zahl ist, der Kumulationsfaktor ,u seinen unte-
ren Grenzwert erreicht und deshalb im gegebenen Fall ,u = ,umin < 1 ist. Allerdings 
reicht die Verminderung der Winkelgeschwindigkeit des Antriebsgliedes um z. B. 
1,1 radis schon aus (was unter realen Bedingungen durchaus möglich ist), daß N = 9 
wird und bei diesem ganzzahligen Wert ,u = ,umax > 1 ist. Deshalb ist in diesem Fall 
das Frequenzkriterium unzuverlässig. In ähnlichen Situationen ist es zweckmäßiger, 
,umax ~ ,uzul zu fordern und anzunehmen, daß ,uzul = 1 + Ll,u ist, wobei Ll,u eine kleine 
positive Größe ist, z. B. Ll,u = 0,05 bis 0,1. Dann findet man auf Grund von (4.3.4./18) 
N ~ -.!:.. In ----,,u-!z,,,,ul,--- = -.!:.. In 1 + Ll,u . 
- A ,uzul - 1 A Ll,u 
(13) 
Bei (jT = AN > 3 erhält man 0,96 < ,u < 1,04. Das bedeutet, daß dann Schwin-
gungen, die an den Abschnittsgrenzen erregt wurden, praktisch während einer Um-
drehungszeit des Antriebsgliedes weggedämpft werden ([27], [4.45]). 
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4.3.6. Ileispiele 
4.3.6.1. Kurvengetriebe mit 2 Bereichen der U-Funktion 
Gegeben: w = 100 S-I, Q = 20 S- I, Umax = 10 mm, A = 2it1) = 0,2. 
{ 
0,5Umax(1- cos2<p) für 0 ~ <p ~ it, 
U = 
o für it~<p~2:n;. 
(1) 
Diese Daten sind bei der vorliegenden Aufgabe keine optimalen, ihre Wahl erfolgte 
nur im Hinblick auf die Illustration eines gefährlichen Betriebszustandes. 
Gesucht sind die analytischen Zusammenhänge, mit denen die Schwingungen 
infolge der kinematischen Erregung bestimmbar sind, sowie die Abschätzung der 
maximalen Beschleunigung. Die Bewegungsgleichung dieses Kurvengetriebes (vgl. 
Bild 4.4a) ergibt sich aus (1) als Sonderfall von (4.2.2./5) zu: 
ij + 2bq + wo2q = _Q2U" 
= { 0-2Q2Umax cos 2Qt für 0< t < it/Q, (2) 
für it/Q < t < 2it/Q. 
Jeder Zyklus teilt sich in zwei Abschnitte j = 1 und j = 2 (Bild 4.15a), innerhalb 
derer die U-Funktion und ihre Ableitungen keine Unstetigkeiten besitzen. In über-
einstimmung mit (4.3.4./17) kann man für den zweiten Abschnitt schreiben 
q = I-'{Do e-6(1-1.) sin [w(t - to) + YoJ 
+ D 1 e-6(/-/,) sin [w(t - tl ) + YIJ} + qp2. (3) 
Bei t = to = it/Q und t = tl = 2it/Q tritt eine Unstetigkeit auf, wobei 
LlUI " = -LlUo" = U:;,." = 2Umax = 20mm und LlUo(n) = -Llul(n) = ~ (_4) n/2 
X Um,x, LlUo(n - ll = Llul(n- l) = 0 für die Sprünge n-ter Ordnung (n = 2, 4,6, ... ) 
gilt. Damit erhält man aus den Formeln (4.3.2./17) und (4.3.2./19) 
D o = D I 1':::1 Al = -Ao = 0,952 mm BI = -Bo = 0,025 mm. 
Das Abstimmungsverhältnis ist 17 = Q/w = 0,2. Nach (4.3.2./11) ergibt sich daher 
sin Yo = Ao/Do 1':::1 -1, Yo 1':::1 -it/2, sin Yl = A1/DI 1':::1 1, YI 1':::1 it/2. Der Kumu-
lationsfaktor I-' wird nach (4.3.4./10) bestimmt bzw. bei ganzzahligen Werten von 
N = 1/17 nach (4.3.4./18). In unserem Fall ist 
I-' = I-'max = 1/(1 - e- AN) = 1,582. 
Weil dabei 1-'(1 - e- AN cos 2itN) = 1 gilt, ist hier entsprechend (4.3.4./20) Lly = 0 
und Yio = Yi. Die partikuläre Lösung ist gemäß (4.3.1./18) im ersten Bereich (j = 2) 
U::"axQ2 cos (2Qt - YP2) 
qp2 = - = -0,952 mm cos (2Qt - YP2). (4) 
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Bild 4.15 Bewegung des Abtriebsgliedes eines Kurvengetriebes mit zwei Bereichen 
der U-Funktion 
Erregung 
resultierende Bewegung (Modell Bild 4.4a) 
partikuläre Lösung (kinetostatisches Modell) 
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Dämpfungsgrad und Phasenwinkel sind dabei, vgl. (4.3.1./11) und (4.3.1. /17), 
A {) = - = 0,0318, 
27t 
tan Yp2 = 4{)'Yj = ° 0303 1 - 4'Yj2 ' , Yp2 = 0,0303. (5) 
Nachdem alle Komponenten der Lösung q schon bestimmt sind, kann die Schwing-
beschleunigung ii nach (4.3.4./23) gefunden werden und danach die Beschleunigung jj 
aus (4.2.2. /2). Bild 4.15 zeigt Weg- und Beschleunigungsverlauf, wobei zum Vergleich 
außer q, qp, ii und iip auch die U-Funktionen nulltel' und zweiter Ordnung angegeben 
sind. Es liegt offensichtlich eine Resonanz mit der 5. Harmonischen vor, vgl. auch 
(4.3.1./14 bis 18). Hier soll noch die maximale Beschleunigung in der Umgebung von 
t = t} mit Hilfe von (4.3.2./13), (4.3.2./16) und (4.3.4./24) abgeschätzt werden. 
Demgemäß ist 
(6) 
Es ist ö = {)wo = 0,032 . 100 = 3,2 radis, t} - to = (cp} - CPo) /Q = 7t/Q = 0,157 s, 
und aus (4) ergibt sich 
iip2max = 0,95 mm . 4Q2 = 1520 mm/s2 = 1,52 ms- 2 • 
Der aus (6) folgende Wert 
iimax ;;;; 22,12 ms- 2 
liegt über dem exakten von 15,13 ms-2 , vgl. Bild 4.15. Die maximale Beschleunigung 
des kinetostatischen Modells ist xmax = U';,axQ2 = 8 ms- 2• Die maximale Beschleu-
nigung IYlmax = Ix + ii lmax < Ixlmax + lii lmax nach (4.2.2./2) unter Berücksichtigung 
der Schwingungen erreicht etwa 21 ms- 2, wobei 72% dieses Wertes dem Maximalwert 
iimax der Eigenschwingungen entspricht, die durch die Sprünge hervorgerufen werden. 
Nur 7% entfallen auf die partikuläre Lösung iiP2 der erzwungenen Schwingung, und 
wenn man allein die Beschleunigung des kinetostatischen Modells, Ixlmax, betrachtet, 
so hätte sich nur 36% der resultierenden Beschleunigung ergeben. 
4.3.6.2. Pressengetriebe mit Spiel 
Wegen des unterschiedlichen Aufbaus sind für die verschiedenen Arten von Pressen 
auch unterschiedliche Berechnungsmodelle erforderlich. Bild 4.16a zeigt ein viel-
gliedriges Pressengetriebe, das durch eine relativ große Stößelmasse m, eine auf den 
Stößelweg s reduzierte stellungsabhängige Federsteifigkeit c(cp) = 1/d(cp) und ein 
reduziertes Getriebespiel Lls(cp) charakterisiert ist. Wäre kein Spiel vorhanden, so 
würde das Berechnungsmodell dem in 4.2.1. oder auch in 4.2.3. behandelten (Bild 4.5) 
entsprechen. 
Hier interessiert das Verhalten des Getriebes mit Spiel im Leerlauf. Die Bewe-
gungsgleichung muß für die beiden Etappen aufgestellt werden, in denen entweder 
die Masse Kontakt mit den anderen Getriebegliedern hat oder sich frei bewegen kann. 
Das Eigengewicht sei durch die hydraulische Ausbalancierkraft ausgeglichen, die 
bei solchen Pressen üblicherweise eingesetzt wird. Dann gilt: 
mjj + c(cp) y = c(cp) s(cp) (7) 
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Bild 4.16 Pressengetriebe mit Spiel im Leerlauf 
a) Getriebeschema, b) Nachgiebigkeit und Spiel, c) Geschwindigkeitsverlauf, d) Beschleuni-
gungsverlauf 
mit 
kinetostatischer Wert (s, 1;, 8) 
realer Wert (mit Elastizität und Spiel) y, y, y 
{
o für O<Y-8<L18(q:», 
c(q:» = 
c für Iy - 8 - ,18/21 ~ ,18/2. 
(8) 
Bild 4.16 b zeigt die das mechanische Verhalten des Getriebes charakterisierenden 
Funktionen, die gemäß (1.4.2./2) und (4.2.1./18) mit dem Programm DAM berechnet 
wurden [4.43]. 
Die exakten, durch numerische Integration von (7) erhaltenen Verläufe zeigt Bild 
4.16c und Bild 4.16d. Die Abweichung vom kinematischen Geschwindigkeitsverlauf 
ist bemerkbar, aber nicht sehr groß. Auffallend ist der große Unterschied in den Be-
schleunigungen y und 8, wobei die Massenkraft mfj der Getriebebelastung proportio-
nal ist. Infolge des Spiels treten unangenehme, in der Praxis auch beobachtete und 
mit starker Lärmentwicklung verbundene Kraftspitzen auf, die etwa 8mal größer 
als die kinetostatischen Werte sind. Mit (4.3.3./5) und (4.3.3./8) ergaben sich die 
Spitzenwerte mit minimalem Rechenaufwand näherungsweise. Die Kenngräßen k1 
und kz aus 4.3.3. zeigten auch, daß die betrachtete Variante dynamisch sehr ungünstig 
174 4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad 
war. Aus weiteren Untersuchunge~ [4.43] geht die Bedeutung des Spielausgleichs 
bei Pressengetrieben hervor. Damit kann der Konstrukteur vorausberechnen, welche 
Gegenmaßnahmen ökonomisch vertretbar sind. 
